— A el a Lo sa

UNIVERSITE DE GABES "’ A.U. : 2023-2024
Ecole Nationale d'Ingénieurs de Gabes Section : GCR1

Feuille de TD

« Exercice 1 Soit ¢ : R = R définie par
1
o(z) = e 1-2% g |z| < 1,
0 siz|]21
Montrer que ¢ € D
. Exercice 2
1. Soient f et g deux fonctions quelconques. Montrer que :
supp(fg) C suppf N suppg
2. Soit f : R = C une fonction de classe C*.

Montrer que si ¢ € D alors fy € D.
3. Montrer que supp(y') C supp(p) pour ¢ € D(R) . Conclure

Exercice 3 Soit H : R — R définie par

1 si z2>0,
H(z) =
0 siz<0

Montrer que H € L},.(R) et expliciter la distribution associée.

Exercice 4 Montrer que la distribution d est nulle sur tout ouvert ne contenant pas l'origine. En
déduire Supp §

Exercice 5 Les applications suivantes définissent-elles des distributions sur D(R) ou sur D(R?)?

+oo a
1. < T,p >= [p(0) 2.<Tp>= [ J@edn
—o0
400
3. <T,p>= / w(z) cos(z), 4. < T,p >=p(2) — (10)
—00
+00 p+o0 i +oc
5.<T,p >=/ / zye (Vz?+y?) dzdy 6.<T,p>= / @(t,t)dt
—00 —00 -00

Exercice 6  Soit p € D(R).
1. Montrer qu'il existe 1 € Ct®(R) telle que, pour tout z € R,
o(z) = p(0) + zU(a)] et ()| <l ¢ oo

2. Montrer que la limite
lim ﬂa:_) dz
e=0% Jizl2e T
existe.

3. Montrer que vp( ;1:—) définie par
< vp(-l-),tp >= lim M dz, Ve € D(R)
z =0t Jig2e %

est une distributions.
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1 sur {a},
f()={ i

0 ailleurs

Exercice 7 Soit

la fonction caractéristique de {a} et soit f la distribution associée & cette fonction.
Déterminer suppf(z) et suppf.

Exercice 8 La fonction de Heaviside dite échelon unité est définie par
0 si 2<0,

H(z) = 4
1siz20

et détermine une distribution notée T. Déterminer les intervalles de R sur lesquels les distributions
+00
Ty+det A= Z d0r (c'est la distribution peigne de Dirac) sont nulles.

k=-00
o Exercice 9 Soit ¥ une fonction de C*°
1. Déterminer la distribution 6.
2. En déduire ¢§ quand %(z) = z.
o Exercice 10 1. Soit g une fonction de C® et T € D’ Montret que

(9T) = g'T + 4T’

2. Calculer les dérivées des distributions suivantes:
sin(z)TH, cos(z)TH, sin(mz) 1 Y

Exercice 11 Calculer la dérivée au sens des distribu- tions de la fonction :

(1) f(z) = || .
(2) g(z) =sgn(z)  (g(z) =1siz>0,g(z)=—1siz<0et g(z)=0siz=0)

- X
) R = *ﬂ[:(; ):%J
2z
Exercice 12 On consideére la fonction définie sur R par
cos(z) si <0
flz)={ = s 0<z<1l -
2z si 1<z
et soit Ty I'application définie sur D(R) par :
+00 s

<Tf,p>= f(z)p(z)dz  pour tout ¢ € D(R)
[oe]

1. Montrer que Ty définit une distribution sur R
2. Calculer la dérivée de Ty ( notée T})

3. Calculer la dérivée seconde de T ( notée T}')
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2
® Exercice 13 Soit ¢ € D(R) et z € R. On pose D = —dd? + 4‘% et

<Tiw>= [ f@olada+ ™ g(ayele)de

ou a est une constante, f et g sont deux fonctions de classe Cz(R) vérifiant les conditions :

Df(z) = Dg(z) =0, f(a)-g(a)=1, f'(a)—g'(a)=5.

Montrer q'au sens des distributions DT = 6, + 4,.

Exercice 14 Dans le plan (z,y), on appelle fonction de Heaviside la fonction H(z,y) égala & 1 si
z >0ety>0et a0 ailleurs. Montrer que I'on a, au sens des distributions

0°H _

9z0y 9(0,0)

® Exercice 15 Soit u(z,t) la fonction définie sur R? par
« si t2—z220, t>0

u(z,t) =
( O sinon

1. Montrer que u(z,t) définit une distribution dans R,

2. Calculer au sens de distributions 1’expression
02 02
%ﬁ_ﬁﬁﬁ’

o2 o?
3~ 9.2 étant l'opérateur des ondes.
z

3. Déterminer « de fagon que u(z,t) soit soluticn de 1’équation suivante :

ol

10% &*u
v2 0t2 9z
ol1 v est une constante positive et § = §(z,t) la distribution de Dirac.
» Exercice 16 Soit ¢ € D, on pose |
¢(z) = p(-z). |
Une distribution T est dite paire si
<T,¢(z) >=<T,p >
et impaire si
< T)(lb(x) >=—=< T,‘P >

Soit T une distribution, étudier la parité des distributions U et V définies par

<Up>=<T,o>+<T,¢p>, pweD
,<‘/1‘p>=<T7(p>_<T1¢>i peD b
0 1/0 .0\, . - ¢

3% "3 (% + za—y) 'opérateur de Cauchy-Riemann. Calculer,
au sens des distributions, 1’expression -2_(1)

z
Indication : on pensera d effectuer un changement de variables en coordonnées polaires.

Exercice 17 Soit z=z + 1y € C et

—g—7——

{
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